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11.1 格的定义与性质

主要内容
 格的定义
 与格有关的定理



格的定义

定义11.1 设< S,≤ >是偏序集,如果 x, y∈S,{x,y}都有最
小上界和最大下界,则称S关于≤构成一个格.

 x∨y表示x和y的最小上界
 x∧y表示x和y的最大下界



例11.1  设n为正整数,Sn为n的所有正的因数的集合,D为
整除关系,则<Sn,D>构成格. 

x,y∈Sn, 
x∨y是x,y的最小公倍数[x,y], 
x∧y是x,y的最大公约数(x,y)



格<S8,D>,<S6,D>和<S30,D>

x∨y是x,y的最小公倍数[x,y],  
x∧y是x,y的最大公约数(x,y)



例11.2 判断图中偏序集是否构成格,说明为什么.



对偶原理

设f是含有格中的元素以及符号=,≤,≥, ∨,∧的命题,令
f*是将f中的≤改写成≥,将≥改写成≤, ∨改写成∧,∧
改写成∨所得到的命题,称为f的对偶命题.

对偶原理: 若 f对一切格为真,则f*也对一切格为真. 如,
在格中有        

(a∨b)∧c≤c   成立, 
则有 

 (a∧b)∨c≥c   成立.



定理11.1 设<L,≤>为格,则运算∨和∧适合交换律、结
合律、幂等律和吸收律,即

 (1)a,b∈L有   a∨b＝b∨a, a∧b＝b∧a

    (2)  a,b,c∈L有 (a∨b)∨c＝a∨(b∨c),  
                                (a∧b)∧c＝a∧(b∧c).

(3)a∈L有          a∨a＝a, a∧a＝a.

(4)  a,b∈L,  有  a∨(a∧b)＝a,    
                               a∧(a∨b)＝a.
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格的性质：序与运算的关系

定理11.2  设L是格, 则a,b∈L有a ≼ b  a∧b = a  a∨b = b
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格的性质：保序

定理11.3  设L是格, a,b,c,d∈L，若a ≼ b 且 c ≼ d, 则  

a∧c ≼ b∧d,    a∨c ≼ b∨d

例11.2：设L是格, 证明a,b,c∈L有 

                      a∨(b∧c) ≼ (a∨b)∧(a∨c).
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格作为代数系统的定义

定理11.4  设<S,∗,◦>是具有两个二元运算的代数系统, 若对于

∗和◦运算适合交换律、结合律、吸收律, 则可以适当定义S中

的偏序 ≼,使得 <S,≼> 构成格, 且a,b∈S 有

                       a∧b = a∗b, a∨b = a◦b.

根据定理11.4, 可以给出格的另一个等价定义. 

定义11.3  设<S, ∗, ◦ >是代数系统, ∗和◦是二元运算, 如果
∗和◦满足交换律、结合律和吸收律, 则<S, ∗,◦>构成格.
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子格及其判别法

定义11.4  设<L,∧,∨>是格, S是L的非空子集, 若S关于L中

的运算∧和∨仍构成格, 则称S是L的子格. 

例4：  设格L如图所示. 令
      S1={a, e, f, g}, 
      S2={a, b, e, g}
S1不是L的子格, 因为e, fS1 但 
            e∧f = cS1.
S2是L的子格.           



格的另一个等价的定义.

设<S,*,>是具有两个二元运算的代数系统,

且对于*和运算适合交换律、结合律、吸收律,
则可以适当定义S中的偏序≤使得<S,≤>构成一个格,

   且 a,b∈S 有
                              a∧b=a*b,

 a∨b=ab.


