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S`2HBKBM�`v iQ K�+?BM2 H2�`MBM;
ě 有关范数、凸、矩阵微分、和梯度计算

CBM;#Q sB�

>m�x?QM; �;`B+mHim`�H lMBp2`bBiv

tB�DBM;#QXK�i?!;K�BHX+QK

kykj@Rk@y8
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X

h�#H2 Q7 +QMi2Mib A

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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PmiHBM2

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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X

从几何空间到任意维的 _M 空间
q?v �`#Bi`�`v M@/BK2MbBQM�H bT�+2X

q2 +�HH i?2 M@/BK2MbBQM�H bT�+2 _MX

R

RSB+im`2 7`QK h�`�K� EQH/�Ƕb i�HF BM aA�J- C�M kyR3X
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X

从几何空间到任意维的 _M 空间
SQBMi- Q` p2+iQ`\

>Qr /Q vQm i`2�i � Ǵp2+iQ`Ǵ BM � s@u TH�M2\ � /Qi- �M �``Qr rBi? TQBMi �M/ HBM2
b2;K2Mi- Q` � p2+iQ` (t, v)\

k

k代数脑- Q` 几何脑？
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从几何空间到任意维的 _M 空间
AbQKQ`T?BbK Q7 ;2QK2i`B+�H i?BMFBM; �M/ �H;2#`�B+ i?BMFBM;

术语的挑选：� 2@/BK2MbBQM�H TH�M2X ǴPtv@TH�M2Ǵ Q` _2X
AM Ptv@TH�M2- i?2 p2+iQ` `272``2/ Bb �M �``Qr rBi? #Qi? H2M;i? �M/ /B`2+iBQM- �M/
i?2 �//BiBQM 7QHHQrb i?2 `mH2b Q7 ǴS�`�HH2HQ;`�K `mH2Ǵ f G�r Q7 �//BiBQM Q7 p2+iQ`bX
AM _2- i?2 p2+iQ` `272`b iQ � irQ@/BK2MbBQM�H �``�v (t, v)- �M/ i?2 �//BiBQM 7QHHQrb
(t1, v1) + (t2, v2)− (t1 + t2, v1 + v2)X

h?2 irQ b2ib rBi? �//BiBp2 +QKTmi�iBQM �`2 BbQKQ`T?B+ b�K2X
6`QK i?2 ;`QmT i?2Q`v- i?2 b2i : rBi? � KmHiBTHB+�iBQM · Bb /2MQi2/ �b � ;`QmT
U群V j- B7 Bi b�iBb}2b,
RX 6Q` 2�+? t, v ∈ :- t · v ∈ :c
kX 1tBbi �M 2H2K2Mi 2- bXiX- t2 = 2t = tc
jX 6Q` 2�+? t ∈ :- i?2`2 Bb � x- bXiX- tx = xt = 2- �M/ x Bb �+im�HHv i?2 BMp2`b2 Q7 t-
�M/ bQ x := t−1X

�TT�`2MiHv- i?2 Ptv TH�M2 rBi? �//BiBQM �M/ _2 rBi? �//BiBQM �`2 #Qi? ;`QmTbX

j参考：群论- ;`QmT i?2Q`vX
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从几何空间到任意维的 _M 空间
AbQKQ`T?BbK Q7 ;2QK2i`B+�H i?BMFBM; �M/ �H;2#`�B+ i?BMFBM;

(.2}MBiBQM)AbQKQ`T?BbK U同构VX h?2 ;`QmTb a1(+) �M/ a2(·) �`2 BbQKQ`T?B+ B7
i?2`2 Bb � #BD2+iBQM 7, a1 −→ a2- r?B+? b�iBb}2b,

6Q` 2�+? t, v ∈ a1, 7(t + v) = 7(t) · 7(v).

h?2`27Q`2- QM2 rBHH MQi /Bz2`2MiB�i2 i?2 ;2QK2i`B+�H mM/2`bi�M/BM; �M/ �H;2#`�B+
mM/2`bi�M/BM;X

因此，上述准备帮助我们理解任意维的 _M中的点 U/QiV- 线段 UHBM2 b2;K2MiV 和
超平面 U?vT2` TH�M2VX
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从几何空间到任意维的 _M 空间
.Qi- HBM2 b2;K2Mi �M/ ?vT2` TH�M2 BM _M bT�+2

q?�i Bb /Qi\
q?�i Bb HBM2 b2;K2Mi\
q?�i Bb ?vT2` TH�M2\
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从几何空间到任意维的 _M 空间
.Qi- HBM2 b2;K2Mi �M/ ?vT2` TH�M2 BM _M bT�+2

q?�i Bb /Qi\
s ∈ RM Bb � /Qi- Q` � p2+iQ`X AM �MQi?2` rQ`/- � /Qi rBi? � Ǵ?B;?2`Ǵ ;2QK2i`B+�H
i�bi2X

q?�i Bb HBM2 b2;K2Mi\
� HBM2 b2;K2Mi Bb i?2 b2i Q7 �HH /Qib r?B+? +QMM2+i s1 ∈ RM �M/ s2 ∈ RM BM �
Ǵbi`�B;?iǴ K�MM2`X h?BMF �#Qmi BiXXX

q?�i Bb ?vT2` TH�M2\
A ;m2bb vQm �`2 i?BMFBM; �#Qmi �t + "v + +x = 0- MQi�iBQM mb2/ BM ?B;? b+?QQH
i2ti#QQFX
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从几何空间到任意维的 _M 空间
.Qi- HBM2 b2;K2Mi �M/ ?vT2` TH�M2 BM _M bT�+2

q2 ?�p2 ;Bp2M /2}MBiBQM Q7 /Qi BM _M- #27Q`2 ;Q �?2�/ iQ KQ`2 /2}MBiBQMb- 2X;X-
+QMp2t b2ib- r2 M22/ iQ /2}M2 � ǴHBM2 b2;K2MiǴ BM RMX "mi- r?v9\
6B`bi- H2iǶb +QMbB/2` i?2 2tBbi2M+2 Q7 T�`�K2i2` θ BM R1 bT�+2X

1tBbi2M+2 Q7 θ, G2i t1, t2 #2 irQ b+�H�` p�Hm2 BM R- i?2M 7Q` 2�+? p�Hm2
t0 ∈ (t1, t2)- i?2`2 2tBbib � T�`�K2i2` θ bm+? i?�i

t0 = θt1 + (1− θ)t2.

S`QQ7, S`QQ7 Q7 i?Bb i?2Q`2K Bb bi`�B;?i7Q`r�`/- B7 QM2 +QMbB/2` i?2 `�iBQ Q7 t2−t0
t2−t1

X
A rBHH H2�p2 i?Bb �b �M �bbB;MK2MiX

9h?�MF ;`�/m�i2 bim/2Mi- JbX uBM;GBm- r?Q bm;;2bi2/ iQ �// i?Bb BM i?2 bHB/2b r?2M b?2 r�b
BM Kv .J +H�bb- 6�HH- kyR3X
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从几何空间到任意维的 _M 空间
.Qi- HBM2 b2;K2Mi �M/ ?vT2` TH�M2 BM _M bT�+2

h?2M- r?�i Bb ǴHBM2 b2;K2MiǴ BM R2 Q` RM\

GBM2 b2;K2Mi BM i?2 R2 bT�+2, 7Q` irQ TQBMib
s1 = (t11, t12),s2 = (t21, t22) ∈ R2- i?2 HBM2 b2;K2Mi +QMM2+i2/ irQ TQBMib
+QMbBbib Q7 TQBMib s0 r?B+? b�iBb}2b,

s0 = θs1 + (1− θ)s2,

r?2`2 θ ∈ [0, 1]X

GBM2 b2;K2Mi BM i?2 RM bT�+2 Bb � M�im`�H 2ti2MbBQM Q7 i?2 �#Qp2 b+2M�`BQ iQ
RMX
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从几何空间到任意维的 _M 空间
.Qi- HBM2 b2;K2Mi �M/ ?vT2` TH�M2 BM _M bT�+2

h?2M- r?�i Bb ǴTH�BM2Ǵ BM R2 Q` RM\

SH�M2 BM i?2 R3 bT�+2, �t + "v + *x + . = 0

>vT2`TH�M2 BM i?2 RM bT�+2 Bb � M�im`�H 2ti2MbBQM Q7 i?2 �#Qp2 b+2M�`BQ iQ RM,
< q,s > +# = 0X
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PmiHBM2

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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范数 ULQ`KV

q?v Bb MQ`K BKTQ`i�Mi\
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范数 ULQ`KV

"2+�mb2 K2�bm`2 Bb BKTQ`i�Mi\
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范数 ULQ`KV

"2+�mb2 K2�bm`2 Bb BKTQ`i�Mi\

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 k8 f e8



X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

范数 ULQ`KV
.2}MBiBQM Q7 LQ`K

LQ`K, � MQ`K || · || Bb � K�T 7`QK RM iQ R- r?B+? b�iBb}2b,

||s|| ≥ 0, 7Q` �Mv s ∈ RM; �M/ ||s|| = 0, QMHv B7 s = 0,

||+s|| = |+|||s||, 7Q` �Mv s ∈ RM;

||s + u|| ≤ ||s||+ ||u||, 7Q` �Mv s,u ∈ RM. Uh`B�M;mH�` BM2[m�HBivXV
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范数 ULQ`KV
HT MQ`Kb

6Q` #2ii2` /2i�BHb- i?2 HT MQ`Kb �`2 /2}M2/ �b #2HQr,

HT MQ`K = ||t||T =






O(B |tB &= 0), B7 T = 0 Uh?Bb MQ`K /Q2bMǶi 7QHHQr i?2 }`bi `mH2- �+im�HHvXV∑
B |tB|, B7 T = 1√∑

B t2B , B7 T = 2

(
∑

B tT
B )

1
T , 7Q` �`#Bi`�`v T ∈ N

(
∑

B t∞B )
1
∞ = K�t(|tB|), B7 T = ∞

.

URV
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范数 ULQ`KV
HT MQ`Kb

思考

Ai Bb vQm` im`M iQ i?BMF �#Qmi i?2 b?�T2 Q7 i?2 ǴMQ`K@#�HHǴ
MQrX

{s ∈ RM | s b�iBb}2b, ||s|| ≤ *- r?2`2 * Bb � +QMbi�MiX}
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范数 ULQ`KV
HT MQ`Kb

思考

Ai Bb vQm` im`M iQ i?BMF �#Qmi i?2 b?�T2 Q7 i?2 ǴMQ`K@#�HHǴ
MQrX

{s ∈ RM | s b�iBb}2b, ||s|| ≤ *- r?2`2 * Bb � +QMbi�MiX}

思考

《矩阵论》中还定义了诸多不同的向量范数和矩阵范数。

他们的用意在哪里？
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PmiHBM2

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd

8 矩阵微分 8N

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 jj f e8
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X
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X
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X
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X
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凸性 U*QMp2tBivV A
凸集 U*QMp2t b2iV

� b2i * Bb +QMp2t B7 i?2 HBM2 b2;K2Mi #2ir22M �Mv irQ TQBMib BM * HB2b BM *- BX2X- B7
7Q` �Mv t1, t2 ∈ * �M/ �Mv θ rBi? 0 ≤ θ ≤ 1- r2 ?�p2

θt1 + (1− θ)t2 ∈ *.

图 R, aQK2 bBKTH2 +QMp2t �M/ MQM+QMp2t b2ibX G27iX h?2 ?2t�;QM- r?B+? BM+Hm/2b Bib
#QmM/�`v Ub?QrM /�`F2`V- Bb +QMp2tX JB//H2X h?2 FB/M2v b?�T2/ b2i Bb MQi +QMp2t- bBM+2
i?2 HBM2 b2;K2Mi #2ir22M i?2 irQ TQBMib BM i?2 b2i b?QrM �b /Qib Bb MQi +QMi�BM2/ BM i?2
b2iX _B;?iX h?2 b[m�`2 +QMi�BMb bQK2 #QmM/�`v TQBMib #mi MQi Qi?2`b- �M/ Bb MQi +QMp2tX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 jj f e8
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X
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X
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凸性 U*QMp2tBivV AA
凸集 U*QMp2t b2iV

aQK2 2t�KTH2b 7Q` +QMp2t b2ib BM RM,
R >vT2`TH�M2, < q,s > +# = 0X h?Bb Bb �M 2t�KTH2 r2 �H`2�/v /Bb+mbb2/ BM

aoJX
k >�H7 /BpB/2/ bT�+2 #v ?vT2` TH�M2, < q,s > +# ≥ 0X
j LQ`K@#�HH, ||t||2 ≤ *X >2`2 r2 /2MQi2 || · ||2 rBi?Qmi /Bb+mbbBQM- #mi vQm +�M

Dmbi i?BMF Bi BM � 1m+HB/2�M i�bi2X q2 rBHH /Bb+mbb i?2 MQ`K H�i2`X
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X

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd

8 矩阵微分 8N

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 j8 f e8
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凸性 U*QMp2tBivV A
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV

� Ub+�H�`V +QMp2t QTiBKBx�iBQM T`Q#H2K Bb QM2 Q7 i?2 7Q`K
{

KBMBKBx2 70(t)
bm#D2+i iQ 7B(t) ≤ #B, B = 1, · · · ,K UkV

� #

�凸优化问题。
#注：凸优化要求函数和可行区间均具有凸性。

r?2`2 i?2 7mM+iBQMb 70, · · · , 7K : R → R �`2 +QMp2t U凸函数V- BX2X- b�iBb7v

7B(αt + βv) ≤ α7B(t) + β7B(v))

7Q` �HH t, v ∈ R �M/ �HH α, β ∈ R rBi? α+ β = 1- α ≥ 0,β ≥ 0X

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 j8 f e8
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凸性 U*QMp2tBivV AA
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV

� U;2M2`�HV +QMp2t QTiBKBx�iBQM T`Q#H2K Bb i?2 7Q`K





KBMBKBx2 70(s)
bm#D2+i iQ 7B(s) ≤ 0, B = 1, · · · , T,

7B(s) = 0, B = T + 1, · · · ,K
UjV

�

�更为一般的凸优化问题

r?2`2 i?2 7mM+iBQMb 70, · · · , 7K : RM → R �`2 +QMp2t- BX2X- b�iBb7v

7B(αt + βv) ≤ α7B(t) + β7B(v))

7Q` �HH t, v ∈ RM �M/ �HH α, β ∈ R rBi? α+ β = 1- α ≥ 0,β ≥ 0X 8

8凸优化问题中，局部最优解即为全局最优解，这使得寻优步骤极大增速。这使得凸性是优化问
题中较受欢迎的性质。
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X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

PmiHBM2

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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X

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 A
:`�/B2Mi

AM K�i?2K�iB+b- i?2 ;`�/B2Mi Bb � KmHiB@p�`B�#H2 ;2M2`�HBx�iBQM Q7 i?2 /2`Bp�iBp2X
q?BH2 � /2`Bp�iBp2 +�M #2 /2}M2/ QM 7mM+iBQMb Q7 � bBM;H2 p�`B�#H2- 7Q` 7mM+iBQMb Q7
b2p2`�H p�`B�#H2b- i?2 ;`�/B2Mi i�F2b Bib TH�+2X h?2 ;`�/B2Mi Bb � p2+iQ`@p�Hm2/
7mM+iBQM- �b QTTQb2/ iQ � /2`Bp�iBp2- r?B+? Bb b+�H�`@p�Hm2/X

*QMbB/2` � `QQK BM r?B+? i?2 i2KT2`�im`2 Bb ;Bp2M #v � b+�H�` }2H/- h- bQ �i 2�+?
TQBMi (t, v, x) i?2 i2KT2`�im`2 Bb h(t, v, x)X U�bbmK2 i?�i i?2 i2KT2`�im`2 /Q2b
MQi +?�M;2 Qp2` iBK2XV �i 2�+? TQBMi BM i?2 `QQK- i?2 ;`�/B2Mi Q7 h �i i?�i TQBMi
rBHH b?Qr i?2 /B`2+iBQM BM r?B+? i?2 i2KT2`�im`2 `Bb2b KQbi [mB+FHvX h?2
K�;MBim/2 Q7 i?2 ;`�/B2Mi rBHH /2i2`KBM2 ?Qr 7�bi i?2 i2KT2`�im`2 `Bb2b BM i?�i
/B`2+iBQMX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 j3 f e8
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AA
:`�/B2Mi

图 k, :`�/B2Mi Q7 i?2 k. 7mM+iBQM 7(t, v) = t2(t2+v2) Bb THQii2/ �b #Hm2 �``Qrb Qp2` i?2
Tb2m/Q+QHQ` THQi Q7 i?2 7mM+iBQMX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 jN f e8
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AAA
:`�/B2Mi

*QMbB/2` � bm`7�+2 r?Qb2 ?2B;?i �#Qp2 b2� H2p2H �i TQBMi (t, v) Bb >(t, v)X h?2
;`�/B2Mi Q7 > �i � TQBMi Bb � p2+iQ` TQBMiBM; BM i?2 /B`2+iBQM Q7 i?2 bi22T2bi bHQT2
Q` ;`�/2 �i i?�i TQBMiX h?2 bi22TM2bb Q7 i?2 bHQT2 �i i?�i TQBMi Bb ;Bp2M #v i?2
K�;MBim/2 Q7 i?2 ;`�/B2Mi p2+iQ`X

图 j, h?2 ;`�/B2Mi Q7 i?2 7mM+iBQM 7(t, v) =?(+Qb2 t + +Qb2 v)2 /2TB+i2/ �b � T`QD2+i2/
p2+iQ` }2H/ QM i?2 #QiiQK TH�M2X

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 9y f e8
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 Ao
:`�/B2Mi

*�`i2bB�M +QQ`/BM�i2b
AM i?2 i?`22@/BK2MbBQM�H *�`i2bB�M +QQ`/BM�i2 bvbi2K rBi? � 1m+HB/2�M K2i`B+- i?2
;`�/B2Mi- B7 Bi 2tBbib- Bb ;Bp2M #v,

∇7 = ∂7
∂t B + ∂7

∂v D + ∂7
∂xF =





∂7
∂t
∂7
∂v
∂7
∂x



 .

6Q` 2t�KTH2- i?2 ;`�/B2Mi Q7 i?2 7mM+iBQM 7(t, v, x) = 2t + 3v2 − bBM(x) Bb

∇7 = 2B + 6vD − +Qb(x)F =




2
6v

− +Qb(x)



 .

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 9R f e8
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 o
:`�/B2Mi

�M/ ;2M2`�HHv- 7Q` � t ∈ RM �M/ � KmHiB@p�`B�Mi 7mM+iBQM 7(t)-

∇7(t) = (
∂7
∂t1

,
∂7
∂t2

, · · · , ∂7
∂tM

)h.

定理
A7 7(t) = #ht = th#- i?2M ∇7(t) = #X
A7 7(t) = th�t- i?2M ∇7(t) = �ht + �tX
A7 7(t) = ;(t)h?(t)- rBi? ;, ? : RM −→ RK- i?2M

∇7(t) =





?(t)h ∂;(t)
∂t1XXX

?(t)h ∂;(t)
∂tM



+





;(t)h ∂;(t)
∂t1XXX

;(t)h ∂?(t)
∂tM



 U9V
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 oA
:`�/B2Mi

定理 U"�bB+ `2bmHiV
6Q` r, t ∈ RM- �bbmK2 7(t,r) =< t,r >= thr- r2 ?�p2,
∂7(t,r)

∂r = tX

S`QQ7, h?2 T`QQ7 Bb bi`�B;?i7Q`r�`/X
.2MQi2 t = (t1, t2, · · · , tM)h- �M/ r = (r1,r2, · · · ,rM)hX �M/ bi`�B;?i7Q`r�`/

p2`B}+�iBQM b?Qrb i?�i ∂7(t,r)
∂r =





∂7(t,r)
∂r1XXX

∂7(t,r)
∂rM



 =




t1
XXX

tM



 = tX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 9j f e8
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R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 A
>2bbB�M 矩阵

AM K�i?2K�iB+b- i?2 >2bbB�M K�i`Bt Q` >2bbB�M Bb � b[m�`2 K�i`Bt Q7 b2+QM/@Q`/2`
T�`iB�H /2`Bp�iBp2b Q7 � b+�H�`@p�Hm2/ 7mM+iBQM- Q` b+�H�` }2H/X Ai /2b+`B#2b i?2 HQ+�H
+m`p�im`2 Q7 � 7mM+iBQM Q7 K�Mv p�`B�#H2bX h?2 >2bbB�M K�i`Bt r�b /2p2HQT2/ BM
i?2 RN@i? +2Mim`v #v i?2 :2`K�M K�i?2K�iB+B�M Gm/rB; PiiQ >2bb2 �M/ H�i2`
M�K2/ �7i2` ?BKX >2bb2 Q`B;BM�HHv mb2/ i?2 i2`K Ǵ7mM+iBQM�H /2i2`KBM�MibǴX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 99 f e8
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AA
>2bbB�M 矩阵

图 9, Gm/rB; PiiQ >2bb2 UR3RR @ R3d9V
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AAA
>2bbB�M 矩阵

amTTQb2 7 : RM −→ R Bb � 7mM+iBQM i�FBM; �b BMTmi � p2+iQ` t ∈ RM�M/ QmiTmiiBM;
� b+�H�` 7(t) ∈ Rc B7 �HH b2+QM/ T�`iB�H /2`Bp�iBp2b Q7 7 2tBbi �M/ �`2 +QMiBMmQmb Qp2`
i?2 /QK�BM Q7 i?2 7mM+iBQM- i?2M i?2 >2bbB�M K�i`Bt > Q7 7 Bb � b[m�`2 M × M
K�i`Bt- mbm�HHv /2}M2/ �M/ �``�M;2/ �b 7QHHQrb,

>(t) = ∇27(t) =





∂27
∂t21

∂27
∂t1 ∂t2

· · · ∂27
∂t1 ∂tM

∂27
∂t2 ∂t1

∂27
∂t22

· · · ∂27
∂t2 ∂tM

XXX
XXX X X X XXX

∂27
∂tM ∂t1

∂27
∂tM ∂t2

· · · ∂27
∂t2M





.
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 A
>2bbB�M J�i`Bt, a2+QM/ /2`Bp�iBp2 i2bi

h?2 >2bbB�M K�i`Bt Q7 � +QMp2t 7mM+iBQM Bb TQbBiBp2 b2KB@/2}MBi2X
_2}MBM; i?Bb T`QT2`iv �HHQrb mb iQ i2bi B7 � +`BiB+�H TQBMi t Bb � HQ+�H K�tBKmK-
HQ+�H KBMBKmK- Q` � b�//H2 TQBMi- �b 7QHHQrb,

A7 i?2 >2bbB�M Bb TQbBiBp2 /2}MBi2 �i t- i?2M 7 �ii�BMb �M BbQH�i2/ HQ+�H KBMBKmK �i
tX A7 i?2 >2bbB�M Bb M2;�iBp2 /2}MBi2 �i t- i?2M 7 �ii�BMb �M BbQH�i2/ HQ+�H
K�tBKmK �i tX A7 i?2 >2bbB�M ?�b #Qi? TQbBiBp2 �M/ M2;�iBp2 2B;2Mp�Hm2b i?2M t Bb
� b�//H2 TQBMi 7Q` 7X Pi?2`rBb2 i?2 i2bi Bb BM+QM+HmbBp2X h?Bb BKTHB2b i?�i- �i �
HQ+�H KBMBKmK U`2bT2+iBp2Hv- � HQ+�H K�tBKmKV- i?2 >2bbB�M Bb
TQbBiBp2@b2KB@/2}MBi2 U`2bT2+iBp2Hv- M2;�iBp2 b2KB@/2}MBi2VX
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X

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 A
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/

>2bbB�M K�i`B+2b �`2 mb2/ BM H�`;2@b+�H2 QTiBKBx�iBQM T`Q#H2Kb rBi?BM L2riQM@ivT2
K2i?Q/b #2+�mb2 i?2v �`2 i?2 +Q2{+B2Mi Q7 i?2 [m�/`�iB+ i2`K Q7 � HQ+�H h�vHQ`
2tT�MbBQM Q7 � 7mM+iBQMX h?�i Bb- 7Q` t ∈ RM- �M/ t0 � p2+iQ` M2�` t-

v = 7(t) ≈ 7(t0) +∇7(t0)(t − t0) +
1

2
(t − t0)h>(t0)(t − t0), U8V

r?2`2 ∇7 Bb i?2 ;`�/B2MiX

(� MQi2 ?2`2)eX
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AA
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/

h�F2 i?2 b2+QM/@Q`/2` h�vHQ` 2tT�MbBQM �`QmM/ i?2 TQBMi tQ BM 2[m�iBQM U8V- r2
rQmH/ HBF2 iQ }M/ � TQBMi �i r?B+? i?2 [m�/`�iB+ 7Q`K QM i?2 `B;?i ?�M/ bB/2 Bb
KBMBKBx2/X amTTQbBM; i?�i >(t0) Bb TQbBiBp2 /2}MBi2- i?2 mMB[m2 KBMBKmK Bb
Q#i�BM2/ �i

t = t0 − >(t0)−1∇7(t0). UeV

aQ- L2riQMǶb K2i?Q/ +�M #2 bmKK2/ mT �b,

t(i+1) = t(i) − αi>(t(i))−1∇7(t(i)). UdV

(�bbB;MK2Mib)d,
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AAA
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/

�Mbr2`b?22i iQ URVX 6`QK 2[m�iBQM U8V- r2 ?�p2

0 = ∇7(t) = ∇7(t0) + >(t0)(t − t0),

�M/ r2 ?�p2 t = t0 − >(t0)−1∇7(t0)X

LQi2, L2riQMǶb K2i?Q/ +QMp2`;2b [m�/`�iB+�HHv M2�` i?2 `QQi- �M/ Bi `2[mB`2b
BMp2`iBM; � >2bbB�M K�i`Bt- >(t0)- r?B+? Bb P(M3) rBi? bi�M/�`/ i2+?MB[m2X �b �
`2bmHi- 2�+? Bi2`�iBQM +�M #2 [mBi2 2tT2MbBp2 7Q` H�`;2 MX
Zm�bB@L2riQM K2i?Q/b Qp2`+QK2 K�Mv Q7 i?2b2 HBKBi�iBQMbX
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 Ao
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/

�Mbr2`b?22i iQ UkVX h?2 KmHiBp�`B�i2 L2riQMǶb K2i?Q/ 7Q` KBMBKBx�iBQM Bb p2`v
bBKBH�` iQ L2riQMǶb K2i?Q/ 7Q` `QQi }M/BM;X

>2`2-
7′(ti) = F =

7(ti)

ti − ti+1
, �M/ ti+1 = ti −

7(ti)

7′(ti)
.

AM i?2 +�b2 Q7 i?2 KBMBKBx�iBQM- Bb iQ `2TH�+2 7 iQ 7′ �M/ }M/ i?2 `QQi Q7 7′- bQ r2
?�p2 i?2 L2riQM Bi2`�iBQM BM i2`Kb Q7 7,

ti+1 = ti −
7′(ti)

7′′(ti)
,

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 8R f e8
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 o
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/

q?�i Bb i?2 mMB@p�`B�i2 7Q`K Q7 i?2 L2riQMǶb K2i?Q/\

eSH2�b2 #2 MQi2/ i?�i i?2 >2bbB�M �TT2�`b BM i?2 b2+QM/@Q`/2` h�vHQ` 2tT�MbBQM Q7 � b+�H�`
}2H/ UB7 vQm M22/ `2+�HH bQK2i?BM; BM *�H+mHmbV,

v = 7(t) = 7(t0) +∇7(t0)(t − t0) +
1

2
∇27(t0)(t − t0)2 + P((t − t0)3),

r?2`2 t ∈ R- �M/ ∇ /2MQi2b /2`Bp�iBp2 bvK#QHX
dURVX S`Qp2 7Q`KmH� UeVc

UkVX _2+�HH �M/ HBbi i?2 mMB@p�`B�Mi 7Q`K Q7 i?Bb 7Q`KmH�X
CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 8k f e8
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R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 A
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV

:`�/B2Mi /2b+2Mi U�F�X- bi22T2bi /2b+2MiV Bb 7Q` KBMBKBxBM; KmHiB/BK2MbBQM�H
bKQQi? +QMp2t Q#D2+iBp2 7mM+iBQMb Q7 i?2 7Q`K J : RM → RX

定理 U:`�/B2Mi .2b+2MiV
R, AMTmi, AMBiB�H TQBMi r0- ;`�/B2Mi MQ`K iQH2`�M+2 ε
k, a2i i4y
j, r?BH2 ||∇J (ri)|| ≥ ε /Q
9, ri+1 = ri − ηi∇iC(ri)
8, i = i + 1
e, 2M/ r?BH2
d, _2im`M, ri

>2`2-
ri+1 = ri − ηi∇iC(ri) U3V

Bb i?2 +Q`2 Bi2`�iBQMX
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AA
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV

�

�针对 GQbb 函数的参数寻优过程
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AAA
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV

�

�>Qr /Q2b ;`�/B2Mi /2b+2Mi TQr2` M2m`�H M2irQ`Fb �M/ /22T H2�`MBM;\ ?iiTb,ff
TvBK�;2b2�`+?X+QKfkykRfy8fy8f;`�/B2Mi@/2b+2Mi@�H;Q`Bi?Kb@�M/@p�`B�iBQMbf

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 88 f e8

https://pyimagesearch.com/2021/05/05/gradient-descent-algorithms-and-variations/
https://pyimagesearch.com/2021/05/05/gradient-descent-algorithms-and-variations/
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 Ao
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV

代码实现

aQK2 SviQ`+? +Q/2b, �

XXX
JGS*H�bbB7B2`UK�tnBi2`48y- �HT?�4R2@9- bQHp2`4^b;/^- XXXXV
XXX

�?iiTb,ffrrrX+�K#`B/;2bT�`FX+QKfBM7QfM2m`�H@M2irQ`Fb@BM@Tvi?QM

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 8e f e8

https://www.cambridgespark.com/info/neural-networks-in-python
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X

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 A
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\

� pBpB/ BMi2`T`2i�iBQM +QK2 7`QK ZmQ`�3X
q?�iǶb i?2 /Bz2`2M+2 #2ir22M :`�/B2Mi .2b+2Mi �M/ L2riQMǶb J2i?Q/\

amTTQb2 vQm r2`2 QM � ?BHH �M/ r�Mi2/ iQ +HBK# /QrM iQ i?2 HQr2bi TQBMi
BM i?2 p�HH2v #2HQrX h?2`2 �`2 irQ TQbbB#H2 r�vb vQm +QmH/ �+?B2p2 i?BbX
URV h?2 ;`�/B2Mi /2b+2Mi r�v, uQm HQQF �`QmM/ vQm` 722i �M/ MQ 7�`i?2`
i?�M � 72r K2i2`b 7`QK vQm` 722iX uQm }M/ i?2 /B`2+iBQM i?�i bHQT2b /QrM
i?2 KQbi �M/ i?2M r�HF � 72r K2i2`b BM i?�i /B`2+iBQMX h?2M vQm biQT �M/
`2T2�i i?2 T`Q+2bb mMiBH vQm +�M `2T2�i MQ KQ`2X h?Bb rBHH 2p2Mim�HHv H2�/
vQm iQ i?2 p�HH2v5
UkV h?2 L2riQM r�v, uQm HQQF 7�` �r�vX aT2+B}+�HHv vQm HQQF �`QmM/ BM �
r�v bm+? i?�i vQm` HBM2 Q7 bB;?i Bb i�M;2MiB�H iQ i?2 KQmMi�BM bm`7�+2 r?2`2
vQm �`2X uQm }M/ i?2 TQBMi BM vQm` HBM2 Q7 bB;?i i?�i Bb i?2 HQr2bi �M/ mbBM;
vQm` �r2bQK2 bTB/2`K�M TQr2`b XXXvQm DmKT iQ i?�i TQBMi5 h?2M vQm `2T2�i
i?2 T`Q+2bb mMiBH vQm +�M `2T2�i MQ KQ`25
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梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 AA
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\

aQ r?B+? QM2 /Q vQm i?BMF rBHH ;2i vQm iQ i?2 #QiiQK Q7 i?2 p�HH2v 7�bi2`\

_272`2M+2,

3?iiTb,ffrrrX[mQ`�X+QKf
q?�i@�`2@i?2@`2H�iBQMb?BT@#2ir22M@:`�/B2Mi@.2b+2Mi@�M/@L2riQMb@J2i?Q/

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 83 f e8

https://www.quora.com/What-are-the-relationship-between-Gradient-Descent-and-Newtons-Method
https://www.quora.com/What-are-the-relationship-between-Gradient-Descent-and-Newtons-Method
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PmiHBM2

R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk
凸集 U*QMp2t b2iV jj
凸优化 U*QMp2t QTiBKBx�iBQMV j8

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd
:`�/B2Mi j3
>2bbB�M 矩阵 99
JmHiBp�`B�Mi L2riQM K2i?Q/ 93
梯度下降 U:`�/B2Mi .2b+2MiV 8j
:`�/B2Mi .2b+2Mi Q` L2riQMǶb J2i?Q/X .Bz2`2M+2\ 8d

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@y8 ey f e8
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一般的运算技巧

我们已经关注到 GQbb 函数的求解、梯度计算的列式，都是离不开矩阵层面的微
分计算的。

一般而言，对矩阵函数 7(�)求微分计算 ∂7(�)
∂� 只需要掌握两个技巧。

一是记忆一些常见结论，并与传统意义下 7(t)的微分计算做结果联想。
二是按 �的分量进行相应计算，从头推理。
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R 从几何空间到任意维的 _M 空间 RR

k 范数 ULQ`KV kR

j 凸性 U*QMp2tBivV jk

9 梯度 U:`�/B2MiV 和 >2bbB�M 矩阵 jd

8 矩阵微分 8N
一般的运算技巧 ey
跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧 eR
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跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧

定理 U6`Q#2MBmb MQ`K �M/ h`�+2V
6Q` 2�+? � ∈ RK×M- ||�||26 = h`(�h�)- r?2`2 h`(·) `272`b iQ i`�+2 Q7 i?2
K�i`BtX

S`QQ7, h?2 T`QQ7 Bb bi`�B;?i7Q`r�`/X
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跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧

定理 Uh`�+2U�"VV
6Q` 2�+? � ∈ RK×M �M/ " ∈ RM×K- h`(�") = h`("�)X

S`QQ7, h?2 T`QQ7 Bb bi`�B;?i7Q`r�`/X

定理 U.2`Bp�iBp2 Q7 h`�+2U�"VV
6Q` 2�+? � ∈ RK×M- " ∈ RM×K- ∂h`(�")

∂� = "hX

S`QQ7, h?2 T`QQ7 Bb bi`�B;?i7Q`r�`/X

定理 U.2`Bp�iBp2Q7 h`�+2U�"VV
6Q` 2�+? �," ∈ RK×M- ∂h`(�h")

∂� = "X

S`QQ7, 6`QK i?2 �#Qp2 i?2 i?2Q`2K- r2 FMQr i?�i ∂h`(�")
∂�h = "X am#biBimi2 �

rBi? �h- i?2 `2bmHi 7QHHQrbX
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跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧
1t2`+Bb2,

(�bbB;MK2Mib,) �bbmK2 �," ∈ RM×M- TH2�b2 b?Qr i?�i

∂h`(�"�h)

∂� = �"h + �".

>BMib,

>2`2- vQmǶ/ bQHp2 i?2 /2`Bp�iBp2 Q7 �"�h- �M/ i?2 bQHmiBQM
`2[mB`2b bQK2 FMQrH2/;2 Q7 KmHiBTHB+�iBp2 /Bz2`2MiB�HX Ai Bb
FBM/ Q7 2�bv- �b r2HHX SH2�b2 Dmbi `2+�HH ?Qr /Q vQm bQHp2 i?2
bBKBH�` /Bz2`2MiB�H T`Q#H2K BM /

/t 7(t);(t) rBi? � KmHiBTHB+�iBp2
7Q`KX

qQMǶi #2 ?�`/X
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跟迹 Uh`�+2V 有关的一些运算技巧
�Mbr2` b?22i,

(aQHp2,) �bbmK2 �," ∈ RM×M- r2 ?�p2

∂h`(�"�h)

∂� =
∂h`(�"�h

+ )

∂� +
∂h`(�+"�h)

∂�

= ("�h
+ )

h +
∂h`(�h�+")

∂�

= ("�h)h + �" = �"h + �".

h?mb i?2 `2bmHi 7QHHQrbX
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�+FMQrH2/;2K2Mib

h?�MF vQm5
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