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6`QK aBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM Uao.V iQ S`BM+BTH2
*QKTQM2Mi �M�HvbBb US*�V

CBM;#Q sB�

>m�x?QM; �;`B+mHim`�H lMBp2`bBiv

tB�DBM;#QXK�i?!;K�BHX+QK

kykj@Rk@RN
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开宗明义 oA

对矩阵的操作必要性在于数据本身的矩阵存储形式。
矩阵分解的目的之一是把放置在矩阵中的数据进行低秩逼近——可
用以进行数据压缩；可用以消除数据稀疏性。
ao. 是一个知名的矩阵分解算法，该算法的自然应用是衍生到推荐
系统，也可以是 LGS 领域的潜在语义分析。
S*� 同样是对存储在数据中的矩阵进行操作。我们介绍该算法的两
个应用——第一是数据的降维，第二是数据的重构。
这个教学材料中包括一个图片处理的示例，它能帮助同学们较为生
动地理解 S*� 算法中的“维”。
最后，为什么要把 ao. 和 S*� 放在一起讲授呢？难道仅仅因为它
们都同时是在对矩阵类型的数据进行算法处理吗？
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h�#H2 Q7 +QMi2Mib A

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek
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PmiHBM2

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM A
ao.——定理及其证明

ao. 是一个知名的矩阵算法，广泛地（并不限定于）应用于以下场景
AK�;2 +QKT`2bbBQM（图像压缩）-
J�i`Bt +QKTH2iBQM（矩阵补全）-
_2+QKK2M/�iBQM bvbi2K（推荐系统）-
G�i2Mi b2K�MiB+ BM/2t U有时候被称作 G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb，潜在语义分
析V-
XXX
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM AA
ao.——定理及其证明

定理 U aBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQMV
6Q` �M K × M K�i`Bt � Q7 `�MF `- i?2`2 2tBbib � 7�+iQ`Bx�iBQM U分解V �b 7QHHQrb,

� = lΣoh,

r?2`2 l �M/ o �`2 Q`i?Q;QM�H K�i`B+2b（正交矩阵）-
Σ =

(
∆ 0
0 0

)
-

∆ = /B�;(σ1, · · · ,σ`)-
σB =

√
λB Ur?B+? Bb +�HH2/ �b bBM;mH�` p�Hm2 （奇异值）Q7 �V- B = 1, 2, · · · , `-

` = _�MF(�)-
λB Bb i?2 2B;2Mp�Hm2（特征值）Q7 ��hX
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM AAA
ao.——定理及其证明

6Q` #2ii2` mM/2`bi�M/BM;- � 5× 3 K�i`Bt � Bb b?QrM ?2`2,

>2`2- r2 `2r`Bi2 i?2 �#Qp2 7Q`KmH� iQ

� = (�1,�2,�3) = (l1, · · · ,l5)





σ1 0 0
0 σ2 0
0 0 σ3

0 0 0
0 0 0








oh

1

oh
2

oh
3



 ,

r?2`2 �B Bb i?2 B@i? +QHmKM Q7 �- lF Bb i?2 F@i? +QHmKM Q7 o- �M/ oD Bb i?2 D@i?
+QHmKM Q7 oX
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM Ao
ao.——定理及其证明

ai`�B;?i7Q`r�`/ +QKTmi�iBQM H2�/b iQ

� = σ1l1oh
1 + σ2l2oh

2 + σ3l3oh
3 .

h?mb σ1l1oh
1 + σ2l2oh

2 Bb M�K2/ �b � ǴHQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM Q7 Ǵ �X
:2M2`�HHv- σ_

B=1lBoh
B Bb � `�MF@_ �TT`QtBK�iBQM Q7 �M �`#Bi`�`v �X

q?v HQr `�MF �TT`QtBK�iBQM（低秩逼近）

q?v /Q2b Bi M22/ HQr `�MF �TT`QtBK�iBQM\ h?2 �Mbr2` Bb iQ
`2KQp2 bT�`bBiv（稀疏性）BM � T`QT2` r�vX

有关数据的稀疏性，请联想一下推荐系统的应用场景。
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM o
ao.——定理及其证明

G2KK� RX
amTTQb2 � ∈ RK×M- i?2 2B;2Mp�Hm2b Q7 �h� �M/ ��h �`2 �HH MQMM2;�iBp2
（非负的）X
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM oA
ao.——定理及其证明

G2KK� RX
amTTQb2 � ∈ RK×M- i?2 2B;2Mp�Hm2b Q7 �h� �M/ ��h �`2 �HH MQMM2;�iBp2
（非负的）X

S`QQ7, amTTQb2 λ Bb i?2 2B;2Mp�Hm2 Q7 �h�- �M/ t Bb i?2 +Q``2bTQM/BM;
2B;2Mp2+iQ`- i?2M r2 ?�p2

�h�t = λt.
aBM+2 �h� Bb bvKK2i`B+�H（对称的）- bQ λ Bb � `2�H MmK#2`- �M/ r2 ?�p2

0 ≤ (�t,�t) = (�t)h(�t) = λtht.

"2+�mb2 tht > 0- r2 ?�p2 λ ≥ 0X
aBKBH�`Hv- r2 FMQr i?�i 2B;2Mp�Hm2b Q7 ��h Bb MQMM2;�iBp2X !
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM oAA
ao.——定理及其证明

G2KK� kX
amTTQb2 � ∈ RK×M- r2 ?�p2 `(�) = `(�h�) = `(��h)X
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM oAAA
ao.——定理及其证明

G2KK� kX
amTTQb2 � ∈ RK×M- r2 ?�p2 `(�) = `(�h�) = `(��h)X

S`QQ7 Q7 i?Bb H2KK� Bb bi`�B;?i7Q`r�`/X SH2�b2 +QMbB/2` i?2 bQHmiBQM Q7 HBM2�`
2[m�iBQM bvbi2K（齐次线性方程组）�t = 0- �M/ �h�t = 0- �M/ T`QQ7 i?�i i?2
bQHmiBQMb �`2 i?2 b�K2X
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM As
ao.——定理及其证明

G2KK� j,
amTTQb2 � ∈ RK×M- i?2M ��h �M/ �h� ?�p2 i?2 b�K2 2B;2Mp�Hm2b（奇异
值）X

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN ky f dR



X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM s
ao.——定理及其证明

G2KK� j,
amTTQb2 � ∈ RK×M- i?2M ��h �M/ �h� ?�p2 i?2 b�K2 2B;2Mp�Hm2b（奇异
值）X

S`QQ7X �bbmK2 λ Bb �M 2B;2Mp�Hm2 Q7 �h�- i?2M r2 ?�p2 �h�t = λtX
"v KmHiBTHvBM; �- i?2 2[m�iBQM im`Mb iQ #2 ��h�t = λ�tX
Ai bm{+2b iQ FMQr i?�i λ Bb �M 2B;2Mp�Hm2 Q7 ��hX
oB+2 p2`b�- 2B;2Mp�Hm2 Q7 ��h Bb �HbQ 2B;2Mp�Hm2 Q7 �h�X
h?2 �#Qp2 irQ bi�i2K2Mib bm{+2 iQ b?Qr i?2 H2KK�X
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM sA
ao.——定理及其证明

G2KK� 9,
A7 irQ K�i`B+2b �`2 Q`i?Q;QM�HHv 2[mBp�H2Mi（正交等价）iQ 2�+? Qi?2`- i?2v
?�p2 i?2 b�K2 bBM;mH�` p�Hm2bX

注：此处请留意一下正交等价的定义。
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM sAA
ao.——定理及其证明

G2KK� 9,
A7 irQ K�i`B+2b �`2 Q`i?Q;QM�HHv 2[mBp�H2Mi（正交等价）iQ 2�+? Qi?2`- i?2v
?�p2 i?2 b�K2 bBM;mH�` p�Hm2bX

S`QQ7X amTTQb2 �," ∈ RK×M �`2 Q`i?Q;QM�HHv 2[mBp�H2Mi- i?2`2 2tBbib Q`i?Q;QM�H
K�i`Bt l ∈ RK×K- o ∈ RM×M- bXi- � = l"oX
6`QK �h� = (l"o)h(l"o) = oh"h"o = o−1"h"o- r2 FMQr i?�i �h�
�M/ "h" ?�p2 i?2 b�K2 2B;2Mp�Hm2b- bQ /Q i?2 bBM;mH�` p�Hm2bX !
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM sAAA
ao.——定理及其证明

现在，是时候来证明 ao. 定理了。

(aBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM)

6Q` �M K × M K�i`Bt � Q7 `�MF `- i?2`2 2tBbib � 7�+iQ`Bx�iBQM U分解V �b
7QHHQrb,

� = lΣoh,

r?2`2 l �M/ o �`2 Q`i?Q;QM�H K�i`B+2b（正交）-
Σ =

(
∆ 0
0 0

)
-

∆ = /B�;(σ1, · · · ,σ`)-
σB =

√
λB Ur?B+? Bb +�HH2/ �b bBM;mH�` p�Hm2（奇异值）Q7 �V- B = 1, 2, · · · , `-

` = _�MF(�)-
λB Bb i?2 2B;2Mp�Hm2（特征值）Q7 ��hX
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM sAo
ao.——定理及其证明

(J�BM T`QQ7)
S`QQ7X aBM+2 �h� Bb bvKK2i`B+�H K�i`Bt- i?2`2 2tBbib Q`i?Q;QM�H K�i`Bt o-
U`(o) = `V- bXiX-

oh(�h�)o =

(
∆2 0
0 0

)
,

?2`2 ∆ = /B�;(σ1, · · · ,σ`)- σ2
B = λB.

注：请回忆如何使用施密特正交化，将一个方阵正交对角化。
另外一个需要留意的结论：实对称矩阵永可对角化。

aTHBiiBM; o- r2 ?�p2
o = (o1,o2),

r?2`2 o1 +QMbBbib Q7 i?2 }`bi ` +QHmKMb Q7 oX

注：此处 o的矩阵分块方式是一个技巧。
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM so
ao.——定理及其证明

(
∆2 0
0 0

)
=

(
oh

1

oh
2

)
(�h�)(o1,o2)

=

(
oh

1 �h�o1 ∗
∗ oh

2 �h�o2

)
.

"v +QKT�`BM; i?2 H27i �M/ `B;?i bB/2b- r2 ?�p2

oh
2 �h�o2 = (�o2)

h(�o2) = 0.

Ai H2�/b iQ �o2 = 0X AM �//BiBQM- r2 �HbQ ?�p2

oh
1 �h�o1 = (�o1)

h(�o1) = ∆2.
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM soA
ao.——定理及其证明

6Q` bBKTHB+Biv（为了记号的简洁）- r2 /2MQi2 l1 = �o1∆−1X LQr- Bi Bb
bi`�B;?i7Q`r�`/ iQ p2`B7v i?�i

lh
1 l1 = ∆−1oh

1 �h�o1∆
−1 = 1`.

h?2 }`bi ` +QHmKMb Q7 l U它们实际上构成了 l1V �`2 Q`i?Q;QM�H mMBi p2+iQ`b（正
交单位向量）X >2M+2- i?2`2 2tBbib �M 2ti2MbBQM Q7 l1 #v l2 ∈ RK×K−` �M/
K�F2 l = (l1,l2) �M Q`i?Q;QM�H K�i`BtX

注：我们永可这样做——首先扩充 `个线性无关的向量到一个包含 K个向量的
无关组，其次用施密特正交变换和单位化后，这 K个正交单位向量则组合成一
个正交矩阵。
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奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM soAA
ao.——定理及其证明

"v /QBM; i?2 �#Qp2- r2 �H`2�/v Q#i�BM2/ o- Σ �M/ lX

G2iǶb +?2+FǶ2K QmiX

lh�o =

(
lh

1

lh
2

)
�(o1,o2) =

(
lh

1 �o1 lh
1 �o2

lh
2 �o1 lh

2 �o2

)

=

(
lh

1 l1∆ lh
1 (�o2)

lh
2 l1∆ lh

2 (�o2)

)
=

(
∆ 0
0 0

)
,

�b #Qi? lh
2 l1 �M/ �o2 2[m�H iQ 0X

aQ i?2 i?2Q`2K 7QHHQrb（定理得证）X
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
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aBM;mH�` o2+iQ` .2+QKTQbBiBQM A
练习

R 1t2`+Bb2X
ao. Q7 �X >2`2 � =

(
1 0 1
0 1 1

)
X

�Mbr2` b?22i,

� =

(
− 1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

)(
1 0 0
0

√
3 0

)



− 1√

2
1√
2

0
1√
6

1√
6

2√
6

− 1√
3

− 1√
3

1√
3



 .

k 请思考：ao. 能否用于数据逼近、矩阵补全等不同的应用场景。
j 除了 ao.，还有哪些矩阵分解的算法？
9 试着读读 LJ6 的论文？（参考课程网页）
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aBM;mH�` o2+iQ` .2+QKTQbBiBQM AA
练习

�Mbr2` a?22i
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aBM;mH�` o2+iQ` .2+QKTQbBiBQM AAA
练习

�Mbr2` a?22i
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PmiHBM2

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek
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k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
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�TTHB+�iBQM Q7 ao. AA
J�i`Bt +QKTH2iBQM

_272`2M+2RX

R?iiTb,
ffi2+?MQiBTbQM/�i�b+B2M+2XrQ`/T`2bbX+QKfkyR3fRyfkkf`2+QKK2M/�iBQM@bvbi2Kf
\7#+HB/4Ar�_k:_Fs[pqJi;1nM:@?/CTKu6hyteCq�u.6l�LjxZETo�8aejwPT1HSGdtF
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�TTHB+�iBQM Q7 ao.
J�i`Bt +QKTH2iBQM

k

k>Qr /Q2b L2i~Bt `2+QKK2M/ KQpB2b\ J�i`Bt 6�+iQ`Bx�iBQMX
?iiTb,ff�Bim#2XBQfpB/2QfK�i`Bt@7�+iQ`Bx�iBQMf
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
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G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb
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�TTHB+�iBQM Q7 ao.
AK�;2 +QKT`2bbBQM

例 UJ�iH�# *Q/2bV
HB#`�`vUDT2;V
BK; I@ `2�/CS1:Ubvbi2KX7BH2U]BK;]- \tB�DBM;#QXDT;]- T�+F�;24]DT2;]VV
B7U2tBbibU]`�bi2`AK�;2]VV&

THQiUR,k- ivT24^M^V
`�bi2`AK�;2UBK;-R-R-k-kV

'
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�TTHB+�iBQM Q7 ao.
AK�;2 +QKT`2bbBQM

例 UJ�iH�# *Q/2bV
/BKUBK;V Okyy kyy j
BK;n;`2v I@ BK;( - -R)
/BKUBK;n;`2vV Okyy kyy
B7U2tBbibU]`�bi2`AK�;2]VV&

THQiUR,k- ivT24^M^V
`�bi2`AK�;2UBK;n;`2v-R-R-k-kV

'
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�TTHB+�iBQM Q7 ao.
AK�;2 +QKT`2bbBQM

aBM;mH�` p�Hm2b,
(R) RXyeNdjj2Yyk kXNRNeRN2YyR kXky89y92YyR RXe3NN3e2YyR RXjkeekk2YyR
(e) 3XdeyRj92Yyy 3XjdjkR92Yyy eXN8ydk92Yyy 8XNydke82Yyy 9XNdNyd32Yyy
(RR) 9XdRdNRN2Yyy 9Xk338Re2Yyy 9XRkdRRd2Yyy jX3eRkdN2Yyy jX8yk38R2Yyy
(Re) jXy8j9jk2Yyy kXedej332Yyy kX89eyk82Yyy kX9R9yRy2Yyy kXR3998k2Yyy
XXX
(eR) jXkd99j82@yR jXR9Nejy2@yR kXNej3dN2@yR kX3N93e92@yR kX3838yk2@yR
(ee) kXe989yd2@yR kX8yyN392@yR kXj39Rj82@yR kXjR8Rdk2@yR kXkekRke2@yR
XXX
(RNR) kXd3kd882@yj kXe39kR32@yj kXy3RNdy2@yj RX389ky92@yj RXeekjd82@yj
(RNe) RXj3d8dk2@yj RXjk938k2@yj 3XkdkNkN2@y9 8Xy3yyyy2@y9 kXjydkek2@y9
LQi2, AM i?Bb +�b2- i?2`2 �`2 kyy MQMx2`Q bBM;mH�` p�Hm2b 7Q` i?2 TBt2H K�i`BtX G2iǶb
r�i+? ?Qr r2 `2+QMbi`m+i i?2 K�i`Bt rBi? HQr `�MF �TT`QtBK�iBQMX AM i?2 M2ti
T�;2- _ /2MQi2b i?2 �KQmMi Q7 bBM;mH�` p�Hm2b r2 mb2 7Q` i?2 K�i`Bt
�TT`QtBK�iBQMX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 9R f dR



X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

�TTHB+�iBQM Q7 ao.
AK�;2 +QKT`2bbBQM

例 UJ�iH�# *Q/2bV
M49
. I@ /B�;Ub0/(R,M)V
BK;n+QKT`2bb2/ I@ b0m(-R,M) W W . W W iUb0p(-R,M)V

O hQ b22 ?Qr +HQb2 i?2 irQ 7B;m`2b �`2
BK;n;`2v@BK;n+QKT`2bb2/
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�TTHB+�iBQM Q7 ao.
AK�;2 +QKT`2bbBQM

� 200× 200 TBt2H };m`2X _ = 4
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
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�TTHB+�iBQM Q7 ao.
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM

ao. BM BK�;2 +QKT`2bbBQM KB;?i #2 � r�v iQ 2tTH�BM i?2 `2�bQM 7Q` HQr@`�MF
�TT`QtBK�iBQM- �M/ BM i?2 K2�MiBK2- 1+F�`i@uQmM;@JB`bFv h?2Q`2K 2p�Hm�i2b i?2
�TT`QtBK�iBQM pB� 2biBK�iBM; i?2 6`Q#2MBmb MQ`K Q7 ||� − �̃||26

定理 U1+F�`i@uQmM;@JB`bFv h?2Q`2KV
6Q` �M K × M K�i`Bt � Q7 `�MF `- �bbmK2 i?2 ao. Bb � = lΣoh- r?2`2
Σ =

(
∆ 0
0 0

)
- ∆ = /B�;(σ1, · · · ,σ`)X 6Q` �M �TT`QtBK�iBQM Q7 � �b

�̃ = l∆̃oh- r?2`2 ∆̃ = /B�;(σ1, · · · ,σH)- r2 ?�p2

KBM
`�MF(�̃≤H)

||� − �̃||6 = σ2
H + · · ·+ σ2

` .
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PmiHBM2

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 93 f dR
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb
投影fS`QD2+iBQM5

S`BM+BT�H +QKTQM2Mi �M�HvbBb US*�V �BKb iQ mb2 Ǵ�M Q`i?Q;QM�H i`�Mb7Q`K�iBQM
（正交变换）iQ +QMp2`i � b2i Q7 Q#b2`p�iBQMb（观测值）Q7 TQbbB#Hv +Q``2H�i2/

p�`B�#H2b U2MiBiB2b 2�+? Q7 r?B+? i�F2b QM p�`BQmb MmK2`B+�H p�Hm2bV BMiQ � b2i Q7
p�Hm2b Q7 HBM2�`Hv mM+Q``2H�i2/ p�`B�#H2b +�HH2/ T`BM+BT�H +QKTQM2Mi（主成分）ǴjX

图 R, S*� Q7 � KmHiBp�`B�i2 :�mbbB�M /Bbi`B#miBQM（多维高斯分布）+2Mi2`2/ �i (1, 3)
rBi? � bi�M/�`/ /2pB�iBQM（标准差）Q7 3 BM `Qm;?Hv i?2 (0.866, 0.5) /B`2+iBQM �M/ Q7 1 BM
i?2 Q`i?Q;QM�H /B`2+iBQMX h?2 p2+iQ`b b?QrM �`2 i?2 2B;2Mp2+iQ`b Q7 i?2 +Qp�`B�M+2
K�i`Bt（协方差矩阵）b+�H2/ #v i?2 b[m�`2 `QQi（平方根）Q7 i?2 +Q``2bTQM/BM;
2B;2Mp�Hm2- �M/ b?B7i2/ bQ i?2B` i�BHb �`2 �i i?2 K2�MX

j?iiTb,ff2MXrBFBT2/B�XQ`;frBFBfS`BM+BT�Hn+QKTQM2Min�M�HvbBb
CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 9N f dR

https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb
投影fS`QD2+iBQM5

�b b?QrM BM };m`2 k- /Bz2`2Mi b2H2+iBQM Q7 T`QD2+iBQM HBM2 H2�/b iQ /Bz2`2M+2 BM i?2
p�`B�M+2X AiǶb MQ ?�`/ iQ Q#b2`p2 i?�i i?2 H27i T`QD2+iBQM #`BM;b ;`2�i2` p�`B�M+2
i?�M i?2 `B;?i T`QD2+iBQM /Q2bX

图 k, �M 2t�KTH2 Q7 7Qm` b�KTH2bfTQBMib r?B+? �`2 T`QD2+i2/ iQ /Bz2`2Mi
p2+iQ`f/B`2+iBQMX

h?2M- ?Qr iQ +�H+mH�i2 i?2 T`QD2+iBQM +QQ`/BM�i2b（投影坐标）\

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8y f dR



X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8R f dR



X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb
模型求解

G2iǶb /Bb+mbb Bi BM � RM bT�+2X A7 α T`QD2+i iQ β- i?2M i?2 T`QD2+iBQM9 Bb

(α,β)

(β,β)
β =

(α,β)

|β|
β

|β| ,

r?BH2 i?2 T`QD2+iBQM +QQ`/BM�i28 BM β Bb

(α,β)

|β| .

qBi?Qmi i?2 HQbb Q7 i?2 ;2M2`�HBiv（不失一般性）- r2 �bbmK2 |β| = 1- �M/ i?2M
i?2 T`QD2+iBQM +QQ`/BM�i2 Bb (α,β)X

9LQi2, h?Bb Bb � p2+iQ`- �M/ i?Bb p2+iQ` Bb rBi? i?2 b�K2f QTTQbBi2 /B`2+iBQM Q7 β
8LQi2, h?Bb Bb � b+�H�` p�Hm2X

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8R f dR
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb A
模型求解

LQr Bi Bb iBK2 iQ /Bb+mbb i?2 p�`B�M+2X �bbmK2 i?2`2 �`2 H b�KTH2b sB ∈ R/-
UB = 1, 2, · · · , HV- �M/ o Bb � p2+iQ` iQ r?B+? sB T`QD2+ibX 6Q` bBKTHB+Biv- r2 �bbmK2
i?�i i?2 K2�M Q7 b�KTH2b s̄ = 0X .2MQi2 σ2 �b p�`B�M+2 Q7 �HH Q7 i?2 T`QD2+iBQM
+QQ`/BM�i2b- r2 FMQr

σ2 = 1
H

H∑
B=1

(ohsB − 0)2 = 1
H

H∑
B=1

(ohsB)(ohsB)h

= 1
H

H∑
B=1

ohsBsh
B o = oh( 1H

H∑
B=1

sBsh
B )o

:= oh*o

URV

q2 /2MQi2 * �b i?2 +Qp�`B�M+2 K�i`BtX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8k f dR
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb AA
模型求解

�b � ;2M2`�H 7Q`K- BX2X- B7 r2 `2KQp2 i?2 �bbmKTiBQM i?�i i?2 K2�M Q7 sB 2[m�Hb
iQ x2`Q- i?2 �#Qp2 /2/m+iBQM H2�/b iQ,

* = 1
H

H∑
B=1

(sB − s̄)(sB − s̄)h.

= 1[(s − µ)(s − µ)h] (µ = 1[s])
UkV

>2`2- * Bb �+im�HHv i?2 +Qp�`B�M+2 K�i`BtX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8j f dR
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb AAA
模型求解

aQHp2 S*� KQ/2H #v �TTHvBM; bQK2 QTiBKBx�iBQM i?2Q`v �M/ K�i`Bt
+�H+mHmb i`B+FbX

h?2 QTiBKBx�iBQM T`Q#H2K rBi? S*� Bb

o = �`; K�t
o∈R/,|o|=1

oh*o UjV

h?2 G�;`�M;2�M 7mM+iBQM Bb

7(p,λ) = oh*o − λ(oho − 1).

——————计算环节： ∂7
∂o = 0X—————

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 89 f dR
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb Ao
模型求解

"v bQHpBM; ∂7
∂o = 0- r2 ?�p2

*o = λo.

h?Bb K2�Mb i?�i o- �b � T`QD2+iBQM p2+iQ`- Bb i?2 2B;2Mp2+iQ` Q7 i?2 +Qp�`B�M+2
K�i`BtX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 88 f dR
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8e f dR
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb
特征值排序带来的应用

aQ`iBM; Q7 i?2 2B;2Mp�Hm2b UQ` bBM;mH�` p�Hm2bV H2�/b iQ irQ K�BM �TTHB+�iBQM
b+2M�`BQb, 72�im`2 `2/m+iBQM（特征约简）- Q` /BK2MiBQM�HBiv `2/m+iBQM（维度约简）
e-

e?iiTb,ff/�i�@7H�B`Xi`�BMBM;f#HQ;bf/BK2MbBQM�HBiv@`2/m+iBQM@imiQ`B�HfX
CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8e f dR

https://data-flair.training/blogs/dimensionality-reduction-tutorial/
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb
特征值排序带来的应用

�M/ /�i� `2+QMbi`m+iBQM（数据重构）dX

d?iiTb,ffrrrXmb�XT?BHBTbX+QKf?2�Hi?+�`2fT`Q/m+if>*L*h.99Nf
Bi2`�iBp2@KQ/2H@`2+QMbi`m+iBQM@`2+QMbi`m+iBQM@i2+?MQHQ;v

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8d f dR

https://www.usa.philips.com/healthcare/product/HCNCTD449/iterative-model-reconstruction-reconstruction-technology
https://www.usa.philips.com/healthcare/product/HCNCTD449/iterative-model-reconstruction-reconstruction-technology
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主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb
特征值排序带来的应用

"v bQ`iBM; i?2 bBM;mH�` p�Hm2b- Q` 2B;2Mp�Hm2b- rBi? � /2b+2M/BM; Q`/2`- QM2 +�M
b2H2+i /Bz2`2Mi oD- �M/ T`QD2+i sB ∈ R/ iQ /Bz2`2Mi oD �M/ Q#i�BM +Q``2bTQM/BM;
T`QD2+iBQM +QQ`/BM�i2 (sB,oD) = sh

B oDX

62�im`2 `2/m+iBQM（特征约简）
G2iǶb }t i?2 }`bi C oD rBi? ;`2�i2bi 2B;2Mp�Hm2b- �M/ `2TH�+2 sB rBi? �
C@imTH2 p2+iQ`- ŝB = (sh

B o1,sh
B o2, · · · ,sh

B oC)hX �

�q2 MQr +QMp2`i i?2 /@imTH2 p2+iQ` sB BMiQ � C@imTH2 QM2- BX2X- ŝB- i?mb `2/m+BM;
i?2 /BK2MiBQM�HBiv Q7 i?2 /�i�X

.�i� `2+QMbi`m+iBQM（数据重构）
A7 r2 `2T`2b2Mi2/ i?2 b�KTH2 sB rBi? �M �TT`QtBK�iBQM- s̃B = (sh

B o1)o1 +
(sh

B o2)o2 + · · ·+ (sh
B oC)oCX �

�>2`2- s̃B Bb � HQr@`�MF �TT`QtBK�i2 Q7 sB- r?B+? `2+QMbi`m+ib i?2 Q`B;BM�H /�i�X

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 83 f dR
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PmiHBM2

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N
矩阵分解fJ�i`Bt /2+QKTQbBiBQM Ry
ao.——定理及其证明 Rk
练习 kN

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk
J�i`Bt +QKTH2iBQM �M/ `2+QKK2M/�iBQM bvbi2K jj
G�i2Mi b2K�MiB+ �M�HvbBb je
AK�;2 +QKT`2bbBQM jd
*QM+HmbBQM, GQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM 9d

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93
投影fS`QD2+iBQM5 9N
模型求解 8R
特征值排序带来的应用 8e

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN 8N f dR
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R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN ey f dR
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S*� 的若干有趣阐释 A
ao. QM S*�

ao. �M/ T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi �M�HvbBb ?�p2 +HQb2 `2H2p�M+2X
�bbmK2 i?2 K�i`Bt � ∈ RK×M +QMi�BMb K ǴM@imTH2Ǵ b�KTH2 p2+iQ`b �B
UB = 1, 2, .., · · · ,KV- BX2X-

� =





�1

�2
XXX
�K




, U9V

q?2M T2`7Q`KBM; HQr@`�MF �TT`QtBK�iBQM- i?2 Tm`TQb2 Q7 S*� Bb iQ }M/ b2p2`�H
UH2iǶb b�v `V ǴM@imTH2Ǵ T`BM+BTH2 +QKTQM2Mib oh

1 , · · · ,oh
` X

oD (D = 1, 2, · · · , `) �`2 i?2 2B;2Mp2+iQ`b Q7 +Q@p�`B�M+2 K�i`Bt �h�- bXiX-

�B ≈ #B1oh
1 + #B2o2 + · · ·+ #B`oh

` .

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN ey f dR
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S*� 的若干有趣阐释 AA
ao. QM S*�

hQ Tmi �HH �B BMiQ �- r2 ?�p2
� = "oh.

AMi2`2biBM;Hv- ao. Q7 � T`QpB/2b bQHmiBQM Q7 S*�,

� = lΣoh.

"v +QHH2+iBM; lΣ �M/ o- ao. T`QpB/2b " �M/ oX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN eR f dR



X
X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X

R 奇异值分解faBM;mH�` o�Hm2 .2+QKTQbBiBQM N

k �TTHB+�iBQM Q7 ao. jk

j 主成分分析fS`BM+BT�H *QKTQM2Mi �M�HvbBb 93

9 S*� 的若干有趣阐释 8N
ao. QM S*� ey
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX ek
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S*� 的若干有趣阐释 A
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

:2M2`�HHv bT2�FBM;- Bi Bb MQi i?�i /B`2+i iQ };m`2 Qmi ?Qr �B �M/ oD HQQF HBF2X �
MB+2 pBbm�HBx�iBQM 2t�KTH2 Bb `2+QKK2M/2/ ?2`2- ?iiT,ffrrrXBM7Q[X+QKf+Mf
�`iB+H2bfK�i`Bt@/2+QKTQbBiBQM@Q7@`2+QKK2M/@bvbi2KX

AM i?Bb 2t�KTH2- �B Bb � 9yNe@imTH2 p2+iQ` r?B+? T`2b2Mib � TB+im`2- �M/ oDb �`2
bQ@+�HH2/ Ǵ+`22Tv 7�+2bǴ r?B+? `2T`2b2Mi /Bz2`2Mi +?�`�+i2`BbiB+b Q7 7�+2bX >2`2-
i?2b2 r2B;?i2/ bmK Q7 Ǵ+`22Tv 7�+2bǴ `2+QMbi`m+i �AX

CBM;#Q sB� U>w�lV a2KBM�` K�i2`B�Hb kykj@Rk@RN ek f dR
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S*� 的若干有趣阐释 AA
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

1�+? �B Bb � 9yNe@imTH2 p2+iQ`- r?B+? `2T`2b2Mib � 7�+2 };m`2X

1�+? �B Bb �TT`QtBK�i2/ #v � r2B;?i2/ bmK Q7 i?2 #2HQr Ǵ+`22Tv 7�+2bǴ,
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S*� 的若干有趣阐释 AAA
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

oh
D - Ǵ+`22Tv 7�+2bǴ,
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S*� 的若干有趣阐释
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

例 USvi?QM *Q/2bV
7`QK bFH2�`MX/�i�b2ib BKTQ`i 72i+?nQHBp2iiBn7�+2b
7`QK bFH2�`MX/2+QKTQbBiBQM BKTQ`i S*�

BKTQ`i K�iTHQiHB#XTvTHQi �b THi
WK�iTHQiHB# BMHBM2
7�+2b 4 72i+?nQHBp2iiBn7�+2bUV
T`BMiU7�+2bX.1a*_V

h?2`2 �`2 i2M /Bz2`2Mi BK�;2b Q7 2�+? Q7 9y /BbiBM+i bm#D2+ibX 6Q` bQK2 bm#D2+ib-
i?2 BK�;2b r2`2 i�F2M �i /Bz2`2Mi iBK2b- p�`vBM; i?2 HB;?iBM;- 7�+B�H 2tT`2bbBQMb
UQT2M f +HQb2/ 2v2b- bKBHBM; f MQi bKBHBM;V �M/ 7�+B�H /2i�BHb U;H�bb2b f MQ ;H�bb2bVX
�HH i?2 BK�;2b r2`2 i�F2M �;�BMbi � /�`F ?QKQ;2M2Qmb #�+F;`QmM/ rBi? i?2
bm#D2+ib BM �M mT`B;?i- 7`QMi�H TQbBiBQM UrBi? iQH2`�M+2 7Q` bQK2 bB/2 KQp2K2MiVX
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S*� 的若干有趣阐释
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

例 USvi?QM *Q/2bV
O >2`2 �`2 i?2 7B`bi i2M ;mvb Q7 i?2 /�i�b2i
7B; 4 THiX7B;m`2U7B;bBx24URy- RyVV
7Q` B BM `�M;2U8V,

�t 4 THiXbm#THQik;`B/UUR- 8V- Uy- BVV
�tXBKb?QrU7�+2bX/�i�(B  Ry)X`2b?�T2Ue9- e9V- +K�T4THiX+KX;`�vV
�tX�tBbU^Q77^V

O G2i^b +QKTmi2 i?2 S*�
T+� 4 S*�UV
T+�X7BiU7�+2bX/�i�V
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S*� 的若干有趣阐释
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

例 USvi?QM *Q/2bV
O LQr- i?2 +`22Tv ;mvb �`2 BM i?2 +QKTQM2Mibn �ii`B#mi2X
O >2`2 �`2 i?2 7B`bi 7Qm` QM2b,

7B; 4 THiX7B;m`2U7B;bBx24URy- RyVV
7Q` B BM `�M;2U9V,

�t 4 THiXbm#THQik;`B/UUk- kV- Uy- BVV

�tXBKb?QrUT+�X+QKTQM2Mibn(B)X`2b?�T2Ue9- e9V- +K�T4THiX+KX;`�vV
�tX�tBbU^Q77^V
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S*� 的若干有趣阐释

例 USvi?QM *Q/2bV
O _2+QMbi`m+iBQM T`Q+2bb

7`QK bFBK�;2XBQ BKTQ`i BKb�p2
7�+2 4 7�+2bX/�i�(y) O r2 rBHH `2+QMbi`m+i i?2 7B`bi 7�+2

O .m`BM; i?2 `2+QMbi`m+iBQM T`Q+2bb r2 �`2 �+im�HHv +QKTmiBM;-
O �i i?2 Fi? 7`�K2- � `�MF F �TT`QtBK�iBQM Q7 i?2 7�+2X
O hQ ;2i � `�MF F �TT`QtBK�iBQM Q7 � 7�+2-
O r2 M22/ iQ 7B`bi i`�Mb7Q`K Bi BMiQ i?2 ^H�i2Mi bT�+2^- �M/ i?2M
O i`�Mb7Q`K Bi #�+F iQ i?2 Q`B;BM�H bT�+2
O ai2T R, i`�Mb7Q`K i?2 7�+2 BMiQ i?2 H�i2Mi bT�+2X
O Ai^b MQr � p2+iQ` rBi? 9yy +QKTQM2MibX h?2 Fi? +QKTQM2Mi ;Bp2b
O i?2 BKTQ`i�M+2 Q7 i?2 Fi? +`22Tv ;mv

i`�Mb 4 T+�Xi`�Mb7Q`KU7�+2X`2b?�T2UR- @RVV
O _2b?�T2 7Q` b+BFBi H2�`M
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S*� 的若干有趣阐释
� i`B+Fv r�v iQ pBbm�HBx2 i?2 T`BM+BTH2 +QKTQM2Mi- oX

例 USvi?QM *Q/2bV
O ai2T k, `2+QMbi`m+iBQMX hQ #mBH/ i?2 Fi? 7`�K2- r2 mb2 �HH i?2 +`22Tv ;mvb
O mT mMiBH i?2 Fi? QM2X
O q�`MBM;, i?Bb rBHH b�p2 9yy TM; BK�;2bX

7Q` F BM `�M;2U9yyV,
`�MFnFn�TT`Qt 4 i`�Mb(,- ,F)X/QiUT+�X+QKTQM2Mibn(,F)V

Y T+�XK2�Mn
BKb�p2U^&,=yj'^X7Q`K�iUbi`UFVV

Y ^XDT;^- `�MFnFn�TT`QtX`2b?�T2Ue9- e9VV
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�+FMQrH2/;2K2Mib

h?�MF vQm5
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